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Un complément à la théorie 
de 1'"intégration non commutative" 
Par I. KOVÁCS à Szeged 
Préliminaires 
Dans ce travail on désignera par M un anneau d'opérateurs dans un 
espace hilbertien complexe La partie positive de M, c'est-à-dire l'ensemble 
des éléments hermitiens ^ 0 de M sera désignée par M+. 
M est dite de genre d é n o m b r a b l e s i toute famille de projecteurs2) de 
M non nuls et deux à deux orthogonaux est dénombrable. 
Une forme linéaire g sur M est dite positive si l'on a ç(T) ^ 0 pour 
tout T£ M+. Lorsqu'il en est ainsi, on dit que q est normale si, pour tout 
ensemble filtrant croissant F c M + de borne supérieure TÇM"1", q(T) est la 
borne supérieure de ç(F). On dit que q est fidèle si les conditions ç(T) = 0, 
T £ M+, entraînent T=0. 
Soit q une forme linéaire positive sur M. Les conditions suivantes sont 
équivalentes (cf. [3], chap. I, §3 , th. 1; §4, th. 1 et exerc. 9): 
(i) ç> est normale; 
(ii) pour toute famille (E,) de projecteurs de M deux à deux orthogonaux, 
on a = 
i t 
(iii) la restriction de q à la boule unité Mi de M est faiblement (forte-
ment) continue. 
Dans ce qui suit nous supposerons que M est fini (ceci veut dire qu'il 
ne contient que des projecteurs finis9)) de genre dénombrable. En ce cas on 
') Dans la théorie de l'intégration des hypothèses de dénombrabilité sur l'espace de 
base sont utiles. La considération des anneaux d'opérateurs de genre dénombrable présente 
une utilité analogue dans la théorie de 1' "intégration non commutative". 
2) Le mot "projecteur" est pris toujours au sens de "projecteur orthogonal". 
3) Un projecteur P dans un anneau d'opérateurs M est dit fini si M ne contient 
aucun opérateur partiellement isométrique de projecteur initial P et de projecteur final 
Q^P, QitP. 
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montre ([3], chap. III, § 4 ) qu'il existe sur M une forme linéaire positive 
normale fidèle cp possédant la propriété suivante: pour tout R£M on a 
cp(R*R) = cp(RR*). On appelle ip une trace normale finie fidèle sur M. 
On peut définir l'espace vectoriel complexe, désigné par L?(cp), des 
opérateurs (non nécessairement continus) intégrables par rapport à cp. D{cp) 
contient M et cp peut être prolongée en une forme linéaire positive sur Lx(cp) 
désignée par la suite par la même lettre cp. L\cp) et cp ont les propriétés 
suivantes: si et T^L\cp) on a ST, TS£L\cp) et cP(ST) = cp(TS)-, si 
TÇV(cp) on a T*, \T\£L^(<p).4) On démontre que l'espace V(cp), muni de 
la norme T-+cp(\T\), est un espace de Banach complexe. M est partout 
dense dans L\'i) et le dual de l}(cp) s'identifie à l'espace de Banach 
complexe M muni de la norme 5 - » - | | 5 | | 6 ) (cf. [2 ] et [ 5 ] ) . La norme d'un 
élément TÇ.L\cp) sera désignée par yril!. 
L'ensemble des projecteurs de M sera désigné par Mp. 
Le théorème et son eorollaire 
La théorie générale de l'intégration pour des opérateurs dans un espace 
hilbertien complexe, développée en particulier par J . DIXMIER [2 ] et I. E. SEGAL 
[5], montre que la théorie des anneaux d'opérateurs généralise dans une 
certaine mesure la théorie de l'intégration ordinaire. Ainsi on parle parfois 
d' "intégration non commutative". En recherchant les analogies entre la 
théorie des anneaux d'opérateurs et la théorie de l'intégration ordinaire, nous 
venons d'obtenir le théorème suivant: 
T h é o r è m e . Soit ?i,o2, ... une suite de formes linéaires positives 
normales sur M. ~Supposons que la limite o(T)= lim (>n(T) existe pour tout 
•n-vco 
T£M. q(T) est alors elle-même une forme linéaire positive normale sur M. 
Ce théorème peut être regardé dans une certaine mesure comme le 
pendant "non commutatif" du théorème suivant de V I T A L I — H A H N — S A K S dans 
la théorie de l'intégration ordinaire: Soit (X, S,,«)|;) un espace mesuré, de 
mesure non-négative, et soit A,, L,, ... une suite de fonctions d'ensemble, à 
valeurs complexes, additives et absolument continues par rapport à ,« sur S. 
4) Si T est un opérateur fermé à domaine dense on appelle décomposi t ion polaire 
de T la décomposit ion T=U\T\, où \ T\ = (T*T) t et U est partiellement isométrique 
admettant pour sous-espace initial l'adhérence de \ T\$. Si M on a | T\, t / £ M . 
") || || est la norme usuel le des opérateurs continus. 
c) Pour la terminologie de la théorie de la mesure nous renvoyons le lecteur à [1]. 
Un complément à la théorie de 1'"intégration non commutative" 9 
Supposons que la limite l im / , , ( £ ) existe pour tout ensemble E £ S . Alors 
n-^co 
lim L(E) = 0, 
H(E)-> 0 
uniformément par rapport à n ([1] III, 7. 2). 
Nous démontrons d'abord deux lemmes: 
L e m m e 1. Dans la métrique induite7) par D{cp) l'ensemble Mp est 
complet. 
D é m o n s t r a t i o n . Soit Pi , P2, Ps, • • • une suite fondamentale d'élé-
ments de MP, c'est-à-dire pour laquelle on a lim ||Pm —P«||i = 0. La con-
-m, JI-VCO 
vergence de \\Pm—Pn\\i = <p(\Pm—P,|) vers zéro implique la convergence 
forte de |Pm—PH | vers zéro (cf. [3], chap. I, §4 , prop. 4). Soit Pm — Pn = 
= Um,n\Pm—P>| la décomposition polaire de P,„ — Pn et soit x un élément 
quelconque de L'inégalité 
11 ( P m Pn ) X j | 11 Um,n\ Pm Pi i1 % \ | = 11 | Pm Pn | 11 
montre que la suite ( P , , ) ^ tend fortement à un élément de M qui est un 
projecteur nécessairement, ce qui achève la démonstration du lemme 1. 
L e m m e 2. Soit g un forme linéaire positive normale sur M. La con-
dition | | P — /»0 | | i = 9 > ( | / > — P o | ) — 0 sur M P entraîne g(P)-*g(P0). 
D é m o n s t r a t i o n . Le raisonnement de la démonstration du lemme 1 
montre que la condition <p(\P—P0|)—>-0 sur Mp entraîne la convergence 
forte de P — P 0 vers zéro. Alors, notre assertion résulte de la continuité forte 
de p sur Mi (cf. Préliminaires). 
Cela étant, passons à la 
D é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e 8 ) . Il est clair que g est une forme 
linéaire positive sur M. Pour achever la démonstration, prouvons d'abord 
que pour tout « > 0 il existe un nombre d > 0 tel que sur Mp la condition 
<p(P)<6 entraîne gn(P)^s pour tout n. 
D'après le lemme 2, chaque gn est continue sur l'espace métrique 
complet Mp. Ainsi, pour tout « > 0 , les ensembles 
Mm, « = {P $ Mp : \gm(P)—gn(P) \ ̂  «} (m,n = ï,2, ...), 
M a = fl M„,„ (<7= 1 , 2 , . . . ) 
m, n ^ 0 
') Par la métrique de M p nous entendrons dans ce qui suit cette métrique induite. 
8) L'idée fondamentale de la démonstration est analogue à celle de la démonstration 
usuelle du théorème de V I T A L I — H A H N — S A K S . 
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sont fermés dans l'espace métrique complet MP. Comme lim q„(P) existe pour 
co 
tout PI Mp, on a M p = U M,. 
q=1 
D'après un théorème de catégorie de B A I R E (cf. [ 1 ] , I , 6 . 9 ) , l'un des 
M2 a un point intérieur. Donc il existe un nombre entier p, un nombre 
positif r et un projecteur Qp £ Mp tels que 
|i>,„(P) —P„(P)| (m,n^p) 
pour tout P dè la boule 
K= { P £ Mp: ||P—Qi>||i < r). 
Pour des projecteurs G et H de M, désignons par G U H le plus petit 
projecteur majorant G et H. Évidemment G U H appartient à M. En vertu du 
lemme 7. 3. 4. de [4], (GuH)-HïG9). 11 en résulte que 
||(G U H) — H\\i = cf((G U H—H) SI <p(G), 
|| ( ( G u H)— G) — / / | | I = || ( ( G U / / ) — H) — G | | I ^ 
G | | ( G U / / ) — / / | | I + | | G | | I ^ 2<p(G). 
En appliquant ces inégalités et le lemme 2, on peut choisir un nombre à 
(0 <ô < r) tel que pour tout F £ Mp satisfaisant à la condition <p(F) < ô on ait 
Ç№(F)<S (n = ï , 2 , . . - , p) 
et 
^U QP, [(/^U Q,,) — F] £ K. 
Alors, l'identité 
Qn(F) = 9p(F) + [Qn(F)-Çp(F)] = 
= (>AF) + M ( F U Qp)-F)- 0„((FU QP)-F)] + . 
+ [?« (F U Q,,) — QP (F U Cy)] 
montre que çn(F) ^ 3e pour tout n. 
Montrons finalement que q est normale. 11 suffit de prouver que pour 
co 
toute suite décroissante (P„),?=i de Mp telle que f | P« = 0,10) q(P„) tend vers 
'•>) Deux projecteurs P et Q de M sont dits équivalents, et l'on écrit P ~Q, s'il 
existe un élément U de M tel que U*U = P, UU*=Q. On écrit P^Q, ou Q>-P, s'il 
existe un projecteur de M équivalent à P et majoré par Q. 
00 
10) Pour des projecteurs P 1 ( P 2 , . . . de M, f | Pn désigne le projecteur correspondant 
CO »1=1 . 
au sous-espace f | (P„ £>). 
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zéro. Soit s > 0 arbitraire. Il existe un nombre entier N(s) tel que, si m ^ N(s), 
on a 
\o„(Pm)\^s ( « = 1 ,2 , . . . ) . 
Ainsi | i>(P m ) |^« pour m ^ N ( s ) , ce qui établit notre assertion. 
C o r o l l a i r e . La partie positive de V(<p), c'est-à-dire l'ensemble des 
éléments hermitiens ^ 0 de V («¡p), est faiblement complète "). 
D é m o n s t r a t i o n . Soit TUT2,... une suite d'éléments hermitiens 
non-négatifs de D((p) satisfaisant à la condition suivante: pour tout 7 Ç M 
lim [<p{TmT) — (p(T„T)] = 0. 
m, n ->• co 
Pour tout n, çn(T) = <p(TnT) est une forme linéaire positive normale sur M 
(cf. [5], p. 423 et p. 430). D'après notre théorème, g ( T ) = lim çn(T) est une 
n -> œ 
forme linéaire positive normale sur M. En vertu du théorème de R A D O N — 
N I K O D Y M dans les anneaux d'opérateurs (cf. [5], th. 14), il existe un opérateur 
hermitien non-négatif A de Ll{cp) tel que 
<p(A T) — g(T) = lim ç„(T) = lim <p(TnT), 
n ->- œ n ->- co 
ce qui achève la démonstration. 
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n ) La topologie faible de ¿ ' ( y ) e s t l a topologie faible définie par son dual M. 
